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Esercizio 1 (4 punti)
Si consideri la seguente rete neurale artificiale composta da due perceptron:
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Si ricavi la formula di aggiornamento dei pesi della rete. In particolare, si definisca la formula per il peso v;.

Esercizio 2 (6 punti)
Si consideri il seguente modello dato da una mistura di K distribuzioni:

K

p() = ) mp(|)

k=1

Dove p(x) & la probabilita della tupla x, m, & la probabilita a priori della k-esima distribuzione, mentre
p(x|k) & la probabilita condizionata della tupla x data la k-esima distribuzione.

Si supponga che il vettore x possa essere suddiviso in due parti tali per cui x = {x,, x5, }. Dimostrare che la
funzione della probabilita condizionata p(xp|x,) € a sua volta una mistura di distribuzioni. Definire la
complete data likelihood in termini di p(xp|x,)-

Esercizio 3 (3 punti)
Si consideri il seguente insieme di 15 item set frequenti di dimensione 3:

{{145},{124},{457},{125},{458},{159},{136},{234},{567},{345},{356},{357},{689},{367},{368}}

Calcolare il relativo hash tree, sapendo che una foglia dell’albero pud contenere al massimo 3 item set, e
che la funzione hash & la seguente:

hash(x) = x mod 3

ovvero il resto della divisione intera tra x e 3.
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Soluzione

Esercizio 1
La funzione net & la seguente:

y = net(x) = w, + wyxq + wax, + wy (Vg + 11X + Vx3)
La funzione di aggiornamento del vettore dei pesi w eé:
wttD = 3 © L AW®
Dove, usando la funzione sigmoidale:
Aw® = n(class(x) — net(x))x
con 7 tasso di learning.

Per ottenere in un processo iterativo un valore ottimale per il calcolo dei pesi, & sufficiente minimizzare il
valore atteso dell’errore di predizione, definito come:

E[w] = %Z(class(x) — net(;\c))2
x

Questo procedimento puo essere svolto iterativamente, con 'obiettivo:

E[w® D] < E[w®)]
Si noti che:

Aw® = nVE[w®]
Tramite le serie di Taylor al primo ordine si ottiene:

E[w® ] = E[w®] - n||vE[w®] |

Volendoci concentrare su v, il calcolo del gradiente si riduce al calcolo di una derivata.

£ [vl(m)] _E [vl(t)] . (%E [vl(t)])z
1

Dove

0
6_171E [vl(t)] = Z[—xl (class(x) — net(x))]
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Esercizio 2

K K
P() = ) mplIO) = Pl x0) = ) mip(xp, XlK)
k=1 k=1
Ma:
p(xp, %) = p(xp| Xa)P(X4)
quindi:
K
Pty xIP(%0) = D mip (] X0, IP( o)
k=1

Da cui:

C P(xp| X k)P (gl
p(xg)

K
1 Z

xXp| x,) = —— (x| x,, K)p(x, k) =

p( bl a) p(xa)k=1 kp( bl a )p( al ) &

Dal teorema di Bayes:

alk
% = p(k|xa)

Quindi:
K
CAEAEDWICAPMOICIED
k=1

Che e una mistura.

Procediamo con il calcolo della complete data likelihood.

L(Olxy, ..., xp) = ﬁp(xi) = ﬁi e p(x;|k)
i=1

i=1 k=1

Sfruttando le proprieta del logaritmo possiamo calcolare la log-likelihood

n K
logL(8|xy, ..., x,) = Z log (2 T[kp(xilk)>
i=1

k=1

Introduciamo delle variabili latenti y;; tali per cui y;;, =1 se I'i-esima tupla € generata dalla k-esima
componente, 0 altrimenti.

n K
logL(B|xy, ..., xp) = 2 log (Z Vire Tk (X | Vik, k))
i=1 k=1
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Supponendo che ogni vettore x; sia generato da una sola componente possiamo trasformare la log-
likelihood in:

n
i=1 i=1k=1

n K K
logL(0]xy, ..., %) = 2 2 i log(mep (i |yix, k) = Z Z vir (log(p(xi|yix, k)) + log (1))
k=1 [

In termini di p(xp|x,) si ottiene:

K
> v (108 (9 (. %y k)) + log (1))

i=1k=1

n K
= > > vue (108 (p (] %ap it k) + 108 (p(xalyias ) + og (m)

i=1k=1

I
NEE

logL(0]x4, ..., x)
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Esercizio 3
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